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Exercice 1

o lu — v x Y .
Démontrer que les applications d(u, v) = ———— et d(x, y) = — définissent
a bp (w,0) = T = 0 ) = 1T T T
chacune une distance sur R.
Exercice 2
Pour tout (z, y) € R?, on pose
72 g2
N(x, y) =1/ —+ =.
(=, y) ot

1. Montrer que N est une norme sur R2.

2. Montrer, en utilisant la définition de norme équivalente, que N est équivalente a la norme
cuclidienne sur R

Exercice 3

1

n P

Soit p > 1. Pour « = (24, ..., x,) € R", on pose ||z|, = Z |xi|p> .
i=1

Le but de cet exercice est de montrer que || - ||, est une norme sur R”.
1. Montrer que
1 1
Vs S [0, +OO[, Vit c {O, <|>OO[7 st < _SP+ —tq,
p q

1 1
ol ¢ est défini par — 4+ — = 1.
P q
On pourra fixer ¢ et étudier la fonction s +— st — isp + étq )

2. Soit & = (21, ..., ,,) et y = (Y1, ..., Yn). On note a = ||z||, et 5 = ||yl
Montrer que pour tout i € {1, ..., n} on a

|$z‘y¢| < |5Ui|p |?Jz’|q
aff T par  gBe

et en déduire 'inégalité de Holder

n
§ ZY;
i=1

< ll2lpl1yllg-

3. En écrivant que
i 4+ il < Jas + w7 | s ulP T

4. Montrer que || - ||, vérifie I'inégalité triangulaire.

5. Montrer que || - ||, est une norme sur R™.
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Exercice 4
Pour tout (z1, z2) € R? on pose

N(x) = \/x% + 22129 + HT3.
Montrer que N est une norme sur R2,

Exercice 5
Dans I'espace vectoriel normé R, déterminer :

1. si les parties suivantes sont des ouverts ou des fermés.
1 11

N, Z, (0,2, ]0,1U{2}, — neN . ——, —|;

o2 oo, {zeenh N ]-5)

2. l'intérieur et I’adhérence de Q.

Exercice 6
Déterminer si les ensembles suivants sont des ouverts ou des fermés de R2.

1. A= {(z, y)€R2'O<|az—1]<1}
2 B={(r,y) €R* : 0<z <y}

3. C={(z,y) eR*: |95|<1 lyl <1}
4. D={(z,y) eR* : z€Q,yeQ}

Exercice 7
Soient A et B deux parties d’'un espace métrique (E, d).

1. On suppose A C B. Démontrer que ;1C£O3 et AC B.

2. Démontrer que (AN B)° —ANBet AUBC (AU B)°, mais que l'inclusion peut étre
stricte.

3. Comparer ANB et AN DB, puis AUB et AU B.

Exercice 8
Soit A et B deux parties d’un espace métrique. On suppose que A est ouverte et que ANB = (.
Démontrer que AN B = ().

Exercice 9
Soit. A une partie non vide de R.

1. Montrer que si A est majorée alors sup(A) appartient a A.

2. Montrer que si A est minorée alors inf(A) appartient & A.



